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Stapeling van bollen,

Te Zij in Rn een rechthoekig assenstelsel gegeven, Laat K(w) een

of andere kubus zijn, waarvan de ribben evenwijdig lopen aan de cobr-

dinaatassen en lengte w hebben.

21j voorlopig w2, Wanneer we in het vervolg over bollen spreken,

zonder nadere aanduiding, dan bedoelen we daarmee n-~dimensionale hyper-

spheren in Rn met straal 1, De inhoud van een bol geven we aan metcyn.
Een verzameling bollen, die twee aan twee geen inwendig punt ge~

meen hebben, terwijl elke bol geheel in K(w) bevat is, hect een K(w)=-

bolstapeling, Het maximale aantal bollen in een K(w)-bolstapeling is

een functle van w alleen, voor te stellen door A(w)., We voeren nu in

de grootheid t(w) = w2 A(w)oﬁn,

aangevende welk gedeelte van K(w) maxiraal bedekt is door bollen uit

een K(w)-bolstapeling, Uiteraard geldt: 0€£ t(w) <1,

We bewijzen nu allereerst, dat t(w) cen limiet heeft voor w—00,

Bewijs

1) %2ij k een natuurlijk getal,

Een kubus met ribbe kw is samen te stellen uit k* kubussen met ribbe

w; in ieder daarvan kunnen we A(w) bollen stapeclen; in de cerstgenoem—

de kubus kunnen we dus zcker k"A(w) bollen stapelen., Anders sezegd:
AQkw) 2 K7 A(w), ofwel t(kw)> t(w),

2) Beschouwen we nu een stapeling van A(kw) bollen in een kubus met

ribbe kwj verdelen we de kubus weer in k™ kubussen Ki met ribbe w,

We beschouwen de bollen in de stapeling, die met een bepaalde kubus Ki

althans een punt gemeen hebben, Ze zljn bevat in de met Ki concentrische

kubus met ridbbe w+4, Zij hun aantal Ai'

Het aantal Ai1 van de bollen, die geheel in Ki bevat zijn, is
hoogstens gelijk aan A(w). De bollen, die een randpunt ven ]Z(I:.L bevatten,
Ai" Ai1 in aantal, zijn bevat in een gebiled met inhoud

(wed)® = (w=0)C n.8(w+4)""1, Bus is:

[, = AW} w4 = & < Bnlwrt)™ T,



D

Er is dus ook een constante ¢y, zodat geldt:
n-~1
{'Ai - A(W)}LJn <’c1w ,

C
%
2 AW < )T+ kD A(w)w ,

c
_ -n 1

t(aw) = ()™ 24w < — 4 (W),
3) Met de methode, onder 2) uitccngezet, kunnen we ook bewijzen:
er 1s cen constante Co,y zodat geldt:

c

0 CH(wi®) —t(w)< -v-v-g- voor 0419 <1,

4) Zij £ 2 0 gegcven, Bepaal w, zodat geldt:

= <£ voor w » L

We beschouwen nu twee willekeurige getallen Wey Wo, beiden groter
dan Woe 21 k, (k2) het kleinste gehele getal, dat minstens gclijk is
aan w, (wg). Dan hebben we: ¢ £

fo(wy) = (k)] < 7 |t(w,y) = (k)| < T

| $0eq) = t(kgl)[ < 7y [8(ky) - (kyk,)| < T
dus lt(w1) - t(wz)] <¢e

DeWe%, lim t(w) bestaat.
We noemen die limiet de bedekkingsgraad f}n' Uit

t(w) < $(kw) volgt nog: t(w) & £ .

Py

2, We willen.&}n naar boven schatten, Triviaal is: p115'1.

We beschouwen een X(w)-bolstapeling, bestaande uit bollen ByevesooyB
Elke bol Bi daaruit vervangen we door een concecntrische bol P{, aan
elk punt P waarvan we een gewicht Gr(ri) toekennen, alleen afhangend
van de afstand r; = PP; ven P tot het middelpunt P.(i=1,....s). De
functie § (r) wordt zo gekozen, dat voor elk punt P van de kubus K(w)

5
geldt: §]$(ri):§ 1,

-4

SO

Hulpstelling 1.

Laten Py = (ij, ij"""’xjn) de middelpunten van enige b»llen uit

een bolstapeling zijn (j = 1,...,m)., Zij P een willekeurig punt van Rn
en r_ de afstand van Pj tot P (j = 1,e..,m), Dan geldt:
J e

i rjz > 2(m-1).
Bewijs: i

Omdat afstanden invariant zijn voor translatie, mogen we onderstellen
dat P de oorsprong is, Nu is voor J # k de afstand ven de punten Pj en
Pk tenminste 2.
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Dus: o
2_ (xy5 = 31)° % 40 (3 A% 13¢m, 1€ k&m),

l*l

Voor j = k is het linkerlid van de laatste ongelijkheid O, We sommeren
nu over alle j en k, c¢cn krijgen dant

v o 2 M m w

R e F F21 cer
Y el <
T (2 2) 2 5y 4n(n-1)
S LTyt ne) =2 2 ) Xyi¥yy ) 4mins
J'zl e X

-
2m E? rjz >, 4n(m=13,

waarult de hulpstclling volgl,
We kiezen nu de functie g~(r) 2ls volgt:
1-%r2 T <V€;
a(r) = ~
0 voor T ZVG;
Beschouw een punt P van K(w). Laten Byses. By de bollen zijn, met de
eigenschap dat de bijbechorende functiewaarden G’(ri) in het punt P

positief zijn. Dan is:
oam

'5.: G'(r 2(1*‘3‘1‘1 ) = Zr12$ m-(m=1) =1,

c=i Lw! cw !
Elke bol B heeft straalV 2, De bollen Bi zijn dus bevat in een kubus

met ribbe w+2(Vﬁ¥1) Voor é4n bol is
%y

,(G—.(r)dx o.nodx = jﬁ_(r) d((l) I’n)::'
Ve 0 1 n n
? % d n+2 7 2{1) %
-4 a0 s v f @ Figly o ] Hadd

o
Er geldt derhalve°

v"r1 { 2.-0'(1’ )dx,l... n:

vZ s ¥ (vr)
o n/?2
v

Hieruit volgt: /e

w(w) = w " Al w < (14 Lr B2 o e

2 -n/2

dusﬁln = 1im t(w) EEgZ , en ook t(w) < 2%2 2 ,
3. Zij x een willekeurig punt van Rn. Liggen Y punten van Rn niet in

8:nV -+l ~dimensionaal hypervlak door de oorsprong, dan noemen we ze
vrij gelegen (Y een der getallen 1,.,.,n). Een verzameling punten van
Rn heet een rooster, als er een punt X en n vrij gelegen punten

@acsesya  2ijn, zodat de verzameling bestaat uit de punten z, die te

n

schrijven zijn als z = u1a1+...+unan + X (u1,...,un gehele getallen),

Ve stellen het rooster voor door [ of]"'X [a1,...,a“] j de punten
] 4

I
a1,,..,an heten een basis te vormen van het rooster! o
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wIe boschouwen voortann een specisal soort K(w)-bolstapelingen, nl,
Zu1ku,;diu bustaqn(u;t alle bollen waarvan de middelpunten tot een
of ander rooster "4 behoren, terwijl de bollen gestereld zijn in een
kubus K(w), We spre¥cecn van een F&:- K(w)=bolstapeling en noemen deze
maximaal, hls het ~nontal er toe bchorende bollen meximaal is, Dit
maximale aantal is wecer een functie die alleen van w afhangt; we stellen
het voor door AY(w). We voeren nog in de grootheid

t*(w) = w B A*(w)u}n.
Triviale schattingen voor t¥(w) zijn (wy2):

t (w) & t(w)<1 en

't*.(W) > W T_?_J w > wh (W)n - 4—nwn.

De eerste volgt uit het feit, dat elkelﬂ - XK(w)-bolstapeling ook een
K(w)~bolstapeling is, zcdat A (W)<~ A(W) is, De tweede volgt, als we
voor ai het punt nomen, waarvan de 1de codrdinaat 2 is en de overige
codrdinaten O (i= 1,...,n), en daarmec het rooster opbouwen; bij
geschikte keuze van x bevat dan de bijbehorendegﬂy— ¥{w)-bolstape~
ling - gj n exemplaren, -

Z1j w groter dan een nader te bepalen constante 03,4K(w) een
kubus met ribbe w, We beschouwen een maximale f; - X{w)~bolstapeling.,
Het rooster Po bevat onder meer het punt 0 = (0,0,,.,,0)3 twee ver-
schillende punten uit dit rooster hebben afstand 2 2, D¢ afstand van ee
een punt z tot O geven we aan met |zl ., Z1ij nu b1 £ 0 een punt van
("5, waarvoor [b1] minimaal is, en 2zi] R1 de door O en b, voortgebrachte
deelruimte ven R ., Zij b, een punt van B o» 20dat ho & Ry en [b,|
minimsal is, en z* R, de door O,b,,b, voortgebrqchte decirvimte, We
definieren vervolgens b3 R3,...,b 1Ry « VoorV=1,...,n~1 geldt dans
van de puatcn van F” buiten R,, heeft b de kloingte.afotend tot

+1
93 %? ¥y ﬁﬂ‘o en 7 & RV , daniils {9j+gwyrg Yb&+?p cmiat: onk pv+1—y
tot ), on niet tot Ry behoort.

Zi3 verder;!; het parallelotoop, voortgebracht in Ry @oor
0ybyreessdy (V=1,..,,0: De punten by,...,b, brengen een deelroos~
ter ' van}“o in R, voort, enm we zien in, dat er bij een wille=-
keurig punt y van R een punt z te vinden is, zodah geldte

PRI

0

Willen we een basls van§“b hebben, dan mogen we er nict van uitgaan
dat b1,m..,un een basis vormen (!). We kiezen allemcerst ayin Ry,

en wel aq = “1¢ Zija Dygoeensiy gekozen, dan moew voor & )4 in elk
geval gelden, dut by+1 te verkrijgen is als een gehocltallige lineaire
combinatie van BpgeenyByy g0 Dus kan de afstand ven 25 41 tov E,

nict groter zijn dan die van b,},+1 tot B)). Daar vervanging van

g4 door -2 )41 €een veranderimg in het voortgebrachic rooster

geeft, mogen wg a, .4 aan dezelfde kant van R\)psw‘ﬁ ale by yq-
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Zvenzo is het geoorloofd bij a, ,q een punt uit r‘ op te tellen,
{rachtens het bovenstaande is het dus in elk geval mogeli jk 8y, 4 in

aet pa:r’zstll(:alotoopTTV_H te kiezen, Andsrs gezegd: er zijn getalleno{iv ’
zodat 1<i ¢ Y¢gnen O <0( Y < 1 is, terwijl de punten

a;}" L‘:To(i)) i()’=1,.;.,n)

een basis van FO vormen,

Na deze voorbereidingen beschouwen we weer de kubus K(w). Zij al-
vast c3> 12, Indien de concentrische kubus K(w-8) geen bol uit de
stapeling bevat, geldt:

A’*<w)<»> < WP~ (w- 12)“( 120w,
derhalve ™ (w) < 12n

Wegens t7(w) > 4"nu) is dit onmogellgk als o, geschikt gekozen is,
Dus bevat K(w=8) een bol

Stel eens, dat| b_l = }-—bnl D 4 is, Zij 1 een natuurlijk getal,
zodat voor het punt 1~ b, dat is het punt op het lijnstuk Ob met

afstand 17" |b | tot 0, geldt: 2§ |17b_ | 4. We vormen ma uit !’
het roestcr r‘ 'y, door daarin het bas:Lspunt a, te vervangen door l"1 8
Dan omvat r\o' het oorspronkelijke rooster l_‘o, terwijl b,v, l“1bn in
f’o* voorkomt, Het Is duidelijk, dat we de gegeven bolstapeling kunnen I
uitbreiden tot een endere rx - K(w)-bolstapeling, die meer bollen in
X(w) heeft,

Conclusie: |b v] &4 voor Y=1,,..,n., En dan ook: |ay| . 4V,
Het rooster r‘o bezit dus een begrensde basis,

Stelling,
Het resultaat van n».1 geldt ook voor r‘x - K(w)~bolstapelingen,

Bewijs.
Zij K = K(8n) de kubus met ribbe 8n en O tot middelpunt, zij w> Cyy
en k een natuurlijl: getal, Ons eerste doel is A (W) en A (kw) te ver=-
gelijken, Daartoe werdelen we K(kw) in k™ kubussen K(w) en nemen een
maximale r' - K(w)~bolstapeling bij een van die kubussen. Is y een
W:Lllekeurlg punt van Rn' dan kunnen we | . uit P verkrijgen, door
verschulven over een vector, gelegen in K, Daaruit volgt, dat elke
kubus K{w) uit dle verdeling termminste A (w-8n) bollen bevat, waarvan
het middelpunt tiot | behoort, Dus AYe) 2k £ (w-8n) .

Op dezelfdr: wijze als in no. 1 zien we in:

& (ew) ¢ K A (wd)

Met dezelfde redonering als eerst, alleen met andere constanten den
cy en c,, volgt: ook t " (w) heeft een limiet voor w—> ,
Deze limiet stellen we voor door En Er geldt blijkbaar: En £ e n*

Opmerking 1, He.t probleem, of hier Xet gelijkteken of het ongeli jkteken
staat. is voor n> 2 nog onopgelost,
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Opmerking 2, Een voorbeeld van een rooster, waarbij de hierboven ge-
vormde "minimumvectoren" b‘l Yoo ,b geen basis van het rooster vormen,
heeft men (n 2 5) in het rooster, voor‘bgebracht door de punten
(1,0,...,0),(0, 1_,‘{..,0),...(0,...,0 1,0),(3,%5y.0093)¢ Het laatste
heeft afstand \/ > 1 tot 0, terwijl er n vrij gelegen punten 2ijn .-mét
afstand 1 tot O, n.l. de eerste n-1 ven dc opgeschreven punten en nog
(0,0,00041),

4, Verband met diophantische approximaties. Zij gegeven een positief
definiete reéle kwadratische vorm in n variabelen:

Q(X.],...,Xn) = (gé—k:- aijxixj (aij - a..).

We interesseren ons voor de onderste grens M van deze vorm voor gehele
waerden der variabelen, niet allen mul. Zij = = (Xy,.40,%).

Eerst tonen we aan, dat de onderste grens M aangenomen wordt, We
merken daartoe op dat Q(x) continu is en £ 0 voor x £ 0, Dan neemt Q
op de eenheidsbol ’:’ e =lx I 2:1 een minimum g en een maximum p aan,
waarbij p»q> 0 is, Het lichaam Q(x) £ q 1s bevat in de bol \xt2\<1
dus Q(x) & M+1 in ;xfz < M. Slechts eindig veel punten x met gehele
codrdinaten voldoen aan}xt, M. Daaronder is een punt x met Q(x) =

Onder de determinant a( ,T") van een rooster Fx verstaan we de
absolute waarde van de determinant van de codrdinaten van n punten,
die een basis van ”10 vormen, Die determinant is onafhankelijk van de
gekozen basis, omdat twee bases wvan eenzelfde rooster F‘O door een ge=~-
heeltallige unimodulaire transformatie in elkaar over te voeren zijn,
Er geldt: a() > 0.

We laten nu zien, dat bij een I’” - K(w)-—bolstapeling de groot-
heid a({") tenminste gelijk is aan (p )7 213w Ta(m) =a
een rooster, dat bi] een bolstapeling behoort en K{w) een kubus, Be-
schouw een basis van \'”; die is bevat in een kubus K1: K1« Sy met O
tot middelpunt, ZijTT het parallelotoop, opgebouwd op die basis, We
kunnen de ruimte Rn opvullen met parallelotopen, dle uitTT ontstaan
ddor verschuiven over roostervectoren, We beschouwen nog de kubussen
K(W-Z), K(W-2~4c ), K(w—2+4c4), concentrisch met K(w); we onderstellen
hierbij w~> 2+4c4. De parallelotopen, die een punt met K(w=2) gemeen
hebben, zijn bevat in K(W—2+4c4) s bevatten ze een randpunt van K(w-2),
dan liggen ze buiten K(w—2-4c Y. Merken we op, dat de inhoud van || ge<:
1ijk is aan d4(['), dan volgt, dat het aantal punten van F dat tot
K(w=2) behoort, en dus het aantal bollen- uit de FO— K(w)—bolstapeling
te sch:r'lgven is als: wid d(f’)"1 + O(w- )} . ]
Dan is £%(w) > w*f a(m)™! + o(w™ D] ’c*(w)), w_ {a(M ™ o=

= of +O(w1).Du.s f)nzlim'b(w)/q ;d(h)»‘Un( Fn)-1

L



T

Vervolgens laten we zien, dat er een rooster is met determinant
W, ( ()z)"1 ; dat bij een bolstapeling dbehoort. Laat w een rij posi-
tieve getallen W s doorlopen met limiet &, Rijeik getal Wi kiezen we
een kubus K(W/,t) en daarbij een maximale bolstapeling, zeg een

</ —~K(W/t )-bolstapeling., Elk rooster r‘gﬂ heeft eecn basis, bevat
in de kubus K, = K(8n) met O tot middelpunt., Dan is er eon rooster ﬂ,
waartoe zich de roosters f"{ verdichten (men kan de verzemeling van
de roosters met zo'n basis bij gesehikte metriek opvatten als een
compacte metrisshe ruimte)., Het is duidelijk, dat a bij een bolstapeling
behoort: twee verschillende punten van | hebben afstand » 2.
Verder is t*(wy ) = W al nYy-1, O(W"j), dus

P*n = lim t"‘(w\,) = wn{d(F)/ -1,

Keren we weer terug tot onze kwadratische vorm. Zij 4 de absolute
waarde van'ﬁde coefficientenmatrix, Door een substitutie x = Ay gaat

Q over in i yi2 en de punten met gehele codrdinaten in de punten van
ecn T00stET met determinant ?11" als a de absolute waarde van determinant
4 is, Er geldt: a™2 = d, a>0, We voeren nog de substitutie y,= & /M 24
uits Dan worden we gevoerd op een rooster Mmet determinant -;j(m)nen

voor een punt z = (Z4,...,2,) # O, dat tot [ behoort, is

’i zieg 4, Dientengevolge behooi"t’ Fbij een bolstapeling, Er
geldt dus: a(M) = g; ('Qgﬁ)n > W n( (On)' . Anderszijds volgt uit de vo-
rige alinea, dat er kwadratische vormen bestaan, zcdst in de laatste
formule het geiji;/ékteken staa‘b,
. : -1 n L
Conclusie: a M ¢ Wy 2 p ,» ofwel

-1/% g ¥ 2/n 1/n

a ML (wn 2 Fn ) s de grootheid & M, genomen
over allc kwadratische vormen, hecft cen bovenste groens, dic aal?ﬁﬁnomen
wordt, We noemen die bovenste grens a’n. Dan is 75/1?_.1 max M(Q)d en
ons uiteindelijk resultaat is: ,
er bestaat een wereldconstante n met de volgende eigenschap:
bij elke positief definiete kwadratisohe vorm Q in n variabelen be-
staat er ecn stel gehcle getallen Xy,eee9X niet allen nul, zodat
Q(x,],...,xn) £ %, gl/n is, terwijl er geen k]fincre constante met dle
cigenschap bestaat; de1con§fa§}; ?fn is met [On verbonden door de be-
trekking: }fn = 4( w= P n) .
Een schatting van p::brengt een schatting van Xn met zich mee, en
omgekeerd, We weten nu uit no. 2, dat geldt:

[ \{4(L~)n"1 E%E_ 2"11/2)2/1'1 _ 2wn~2/n (E%Q_)z/n'

n
%.s zodat de voor g n

, 1 -
Uit wy = 2 /2 {1’1@1—*’1)} volgt Wy e e

1
~or

gevonden bovengrens zich voor n— oo gedraagt als e
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5 " Het 1s van belang ook een benedengrens voor )’n, en dus ook voor
{“’n te hebben. We zullen die niet opsporen, maar vermelden alleen,
langs welke wegen dit kan gebeuren, Laat E een bol zijn in R met O tot

middelpunt en volumeX 1, Zij £ (x) de bijbehorende karakteristieke
functie, d.w,z,. P (x) =1 of 0, al naar gelang x een punt van de bol
is, of er buiten ligt, Zij r een rooster, waartoe O behoort, We kunnen
nu enerzijds, als f(x) een tot op zekere hoogte willekeurige functie
in R is, de integraal I = gkf(x)dx1...dx , anderzijds de som S{ )=
f(g), uitgestrekt over de punten g Z 0, die tot [“behoren, bekijken.

Volgens een stelling van Minkowski-Hlawka-Siegel Bestaat er nu een
rooster r‘ met determinant 1, zodat geldt: S(I™) £ 1. We passen d4it toe
op f(x) = p(x). Dan is I< 1 en §{g) = 1 of 0, Dus behoren er geen
roosterpunten £ 0 uit [, tot E.

Zij nu E de bol met straal 2 en O tot mlddelpunt dus volume 2% w .
Uit het bovenstaande volgt dan: er is een rooster M *met determinant
o w n’ zodat behalve 0 geen enkel punt van ™ binnen E ligt. Uit de

. . . *~-1, ,n
beschouwingen in 4. volgt dan: Wn( Pn) < 27w,

Dus @ * >21, Verder volgt dan:
n |
-1 n —2 n -'2/11 n
Pn 2 27 ¥n 2/ 4(27 W /. “Zie’

* . -
Men is er in geslaagd de voor f’n gavonden grenzen iets dichter i~
bij elkaar te brengen, maar niet noemenswaard., Vooralsnog bestaat er
een bechoorlijke kloof tussen die grenzen,
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